
　 第 ２６ 卷第 ６ 期 洁 净 煤 技 术 Ｖｏｌ􀆰 ２６　 Ｎｏ􀆰 ６　

　 ２０２０ 年 １２ 月 Ｃｌｅａｎ Ｃｏａｌ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｄｅｃ．　 ２０２０　

高温无机晶体材料比热容的双参数预测方法

魏小林１，２，李　 腾１，李　 博１，孙　 岑１，２

（１． 中国科学院 力学研究所 高温气体动力学国家重点实验室，北京　 １００１９０；２． 中国科学院大学 工程科学学院，北京　 １０００４９）

摘　 要：高温固体比热容是工业流程设计中常用的热物性数据，但通过实测获取温度达数千度的固体

比热容比较困难，因此许多含有复杂晶格的固体经常只存在有限温度范围内的比热容测量数据。 爱

因斯坦模型和德拜模型可以适用于简单的单原子晶体或某些双原子晶体比热容预测，但多原子复杂

晶格固体的德拜温度或爱因斯坦温度难以准确获得，使得这些模型难以准确预测这些固体比热容。
因此，利用统计热力学方法，针对含多原子复杂晶格固体比热容的测试困难问题，提出一种高温固体

比热容的双参数预测方法；该方法将多原子固体的晶格振型分为声学支与光学支，假设这些固体的单

个晶格原胞具有唯一的德拜特征温度 ΘＤ 和爱因斯坦温度 ΘＥ；通过晶体学的基本参数获得德拜特征

温度 ΘＤ，通过固体比热容的有限试验数据或简单物质的热物性，反算出复杂晶格固体的爱因斯坦温

度 ΘＥ；然后利用这 ２ 个主要影响参数预测高温固体的理论比热容。 采用该双参数预测方法对典型单

原子、双原子与多原子晶体的比热容进行了预测计算，计算结果与试验数据对比验证表明，该方法误

差主要在温度拐点和高温区附近，在宽范围变化的温度区间内比热容的预测误差小于 ５％，有望为流

程工业的固体热物性数据提供一种简单可靠的确定方法。
关键词：高温固体；比热容；双参数；预测方法
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０　 引　 　 言

高温固体是工业流程中的常见物料，如钢铁行

业与有色金属行业中的高温冶金渣（１ ５００ ～ １ ９００
Ｋ）、烧结热矿料（１ ０００～１ １００ Ｋ），以及干熄焦过程

中的红焦炭（１ ２００～１ ３００ Ｋ）；建材行业的高温水泥

熟料（１ ７００ Ｋ）、烧成陶瓷（１ ４００～１ ６００ Ｋ）；矿热炉

中 ２ ２００ Ｋ 以上的电石等［１－４］；还有自然界中正在凝

结的火山熔岩（约 １ ５００ Ｋ）等。 确定固体的比热容

一般采用热量计等方法［５］，但由于高温下测量困

难，工作量大，因此固体比热容经常只存在有限温度

范围内的测量数据［６－８］，许多含有复杂晶格晶体的

高温固体比热容数据经常缺失或不准确。 因此研究

高温固体比热容的理论预测方法具有重要意义。
固体中相邻原子（或离子间）的距离很小（几个

埃），一般以金属键、离子键或共价键结合，原子之

间的相互作用很强，如金属键、离子键或共价键键能

为 ２００～ ４００ ｋＪ ／ ｍｏｌ［９］。 固体中的内能主要产生于

每个原子在其平衡位置附近做的微振动，因此在考

虑固体比热容的影响因素时，不考虑原子平动和转

动的影响，只考虑微振动，这样统计热力学就从固体

的微观结构出发给出了固体比热容的理论计算

方法［１０－１１］。
若固体中有 Ｎ 个原子，每个原子有 ３ 个自由度

（即 ３ 个振动的方向），即固体共有 ３Ｎ 个振动自由

度，可以将固体的热运动描述为 ３Ｎ 个相互作用的

简谐振动，称为简正振动［１１－１２］。 按照能量均分定

律，每个简正振动的原子能量包括动能与势能之和，
各为 １ ／ ２ｋＴ（ｋ 为玻尔兹曼常数，Ｔ 为温度），一个原

子的平均能量则为 ３ｋＴ，因此，不考虑温度对于固体

比热容的影响时，经典的杜隆－珀蒂定律给出固体

的热容量为 ３Ｎｋ。 统计热力学从玻色量子统计理论

出发，将简正振动的能量量子看成一种准粒子，称为

声子，将固体中的 ３Ｎ 个有相互作用的原子系统简

化为声子理想气体，从而用玻色分布来分析固体的

热运动［１１－１２］。
为了计算固体热运动的能量，需知道 ３Ｎ 个简

正振动的频率 ωｉ。 简正振动的频谱特性可以通过

试验测得［１３］，也可以采用某种假设的频谱模型。 对

于一维单原子晶体，２ 种常见的频谱模型是爱因斯

坦模型和德拜模型［１２－１３］。 爱因斯坦假设每个简正

振动的频率相同，从而得出以指数形式表达的固体

定容比热容。 德拜提出一种声子谱模型，将固体作

为连续弹性介质，所有的简正振动形成 ３Ｎ 支在固

体中传播的低频弹性波；假设 ３Ｎ 个简正振动为一

系列频率为 ωｉ（ ｉ ＝ １，２，…，３Ｎ）的低频振动，每一

个振动都对应晶体点阵中传播的振动波，其能量是

量子化的，以 ｈωｉ 为单元，从而得出以积分形式表达

的固体定容比热容。
Ｉｎａｂａ 通过分析以上 ２ 种模型，基于试验结果建

立了一种半经验的单参数固体比热容计算模型。 比

热容方程采用指数形式，而不是德拜模型的积分形

式；特征温度为重新定义的一维德拜特征温度，对于

玻璃状氧化物的比热容进行了比较成功的预

测［１４－１５］。 徐辉等［１６］ 考虑了固体的晶格振动热容、
电子热容、晶体点缺陷热容等因素，将固体比热容的

拟合计算式表达为含有 ２ 个特征温度的指数项、１
个温度一次方项的非线性多项式；在实际测试固体

比热容时，只需得到有限几个温度点的比热容数据，
即可通过非线性拟合的方法确定公式中的参数，从
而得到固体材料各个温度的比热容，计算准确度可

以满足一般工程需要。 但这些方法基本通过对试验

数据的重新处理和拟合得到。
在应用过程中，爱因斯坦模型和德拜模型仅适

用于简单的单原子晶体或某些双原子晶体，且德拜

温度或爱因斯坦温度经常难以准确获得，因此采用

这些模型方法准确预测含有多个原子与复杂晶格的

固体比热容比较困难。 本文采用统计热力学方法，
基于玻恩的固体晶格同时存在声频与光频振动的理

论［１２，１５－１６］，提出一种高温固体比热容的双参数预测

方法，仅通过固体比热容的有限试验数据或简单物

质的热物性，即可较准确地预测不同温度下固体的

理论比热容，以期为确定流程工业的固体热物性数

据，提供一种简单可靠的新方法。
９１１
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１　 模型与方法

１􀆰 １　 简单晶体比热容模型

爱因斯坦模型和德拜模型主要是针对一维单原

子晶体提出和验证［１０－１２］。 爱因斯坦模型假设晶格

只有一种频率的振动，均为爱因斯坦特征频率，表示

为 ωＥ， 从而推导出固体中单原子的定容比热

容 ｃＶ ［１２－１３］。

ｃＶ ＝ ３ｋ ｆＥ
ΘＥ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１）

式中，ｆＥ
ΘＥ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 为爱因斯坦函数，其中 ΘＥ 为爱因斯坦

温度，由式（２）确定。
ΘＥ ＝ｈωＥ ／ ｋ， （２）

式中，ωＥ 为爱因斯坦模型中固体内声子的圆频率；ｈ
为普朗克常数。

该模型在高温下 ｆＥ
ΘＥ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ →１，固体的定容比热

容趋于 ３ｋＢ（对于单原子），比热容不再随温度升高

而增加，与经典的杜隆－珀蒂定律一致；但在几十 Ｋ
的低温区时，温度降低时计算所得比热容下降曲线

速率比试验曲线快，与试验符合较差，原因是假设了

所有简正振动的频率均为 ωＥ，当 ｋＴ≪ｈωＥ 时，振子

被冻结在基态上，对热容量没有贡献［１０］。
对于固体的比热容，爱因斯坦模型假设晶格只

有一种频率的振动，而实际晶格的振动存在频率密

度函数［１３］，因此德拜假设固体为均匀的各向同性连

续介质，弹性波可以分为 １ 个纵波（膨胀压缩波）和
２ 个横波（剪切波），共代表 ３Ｎ 个简正振动模式。
因此将固体中的弹性波看成声子理想气体，从而推

导出固体中单原子的定容比热容［１２－１３］。

ｃＶ ＝ ３ｋ ｆＤ
ΘＤ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３）

式中，ｆＤ
ΘＤ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 为德拜比热容函数，其中 ΘＤ 称为德拜

温度，由式（４）确定。
ΘＤ ＝ｈωＤ ／ ｋ， （４）

其中，ωＤ 为德拜模型中固体内声子的圆频率。 德拜

模型中单位体积简正振动的数密度定义为声子的态

密度，可以计算出声子态密度［１３］为

ｇ（ω）＝ ３
２π２ｃ３

ω２
Ｄ， （５）

其中，ｃ 为固体中弹性波的平均体波速度。 可见德

拜模型的声学振型遵守 ω２ 的变化特性 （平方关

系），而爱因斯坦模型的光学振型态密度遵守 ω 的

变化特性（线性关系）。 德拜模型适用于低频的声

学振型，适宜预测低温固体比热容；用于较高频的振

型会出现较大偏差，导致预测的晶格比热容偏离试

验值［１７］。 光学振型的态密度 ｇ（ω）通常有一个最大

的峰值，在常温或高温时，即 ｋＴ≥ｈωＥ 时，爱因斯坦

模型近似给出了态密度中最重要的部分，因此在预

测高温固体比热容时，该模型非常关键。
１􀆰 ２　 含复杂晶格的固体比热容模型

对于一维双原子晶格晶体，原子质量分别为 ｍ
和 Ｍ 时，由于原子质量不同，会出现 ２ 种高低不同

频率的振型，因此多原子晶体的实际晶格振动存在

较复杂的频率密度函数［１３］。 对于多个原子的复杂

晶格晶体，玻恩提出将晶格振型分为 ２ 类：声学支和

光学支［１３，１７－１８］。 对于低频的声学支，可采用德拜模

型，将一个晶格晶胞（基元）看作一个分子，声学支

共有 ３ 组振型，共含 ３Ｎ０ 个频率（Ｎ０ 为固体晶格原

胞数）；对于高频光学支，可采用爱因斯坦模型，若
假设每个晶格原胞的原子数为 ｐ，则有 ３（ｐ－１）组振

型，共包含 ３Ｎ０（ｐ－１）个光学频率。
包含多原子的复杂晶格晶体定容比热容定义为

声学支与光学支的贡献之和［１３］，即

ｃＶ ＝ ｃ
ａｃｏｕｓｔｉｃ
Ｖ

＋ｃｏｐｔｉｃＶ
＝ ３Ｎ０ｋ ｆＤ

ΘＤ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋（ｐ－１）Ｎ０ｋ ｆＥ

ΘＥ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

（６）
其中，ｃａｃｏｕｓｔｉｃＶ 为德拜近似项； ｃｏｐｔｉｃＶ 为爱因斯坦近似

项；２ 个特征温度分别为德拜温度 ΘＤ 和爱因斯坦温

度 ΘＥ。 当晶体中原子数较多时，ｐ 值变大，第 ２ 项

成为比热容主要的贡献项。 计算中，固体晶格原胞

数 Ｎ０ 若取 １ ｍｏｌ（阿伏伽德罗常数 Ｎ０ ＝６．０２２ １４１ ７９×
１０２３ ｍｏｌ－１），则固体比热容的单位为 １ Ｊ ／ （ｍｏｌ·Ｋ）。

对于复杂晶格晶体固体的比热容计算，假设多

原子组成的单个晶格原胞具有唯一的德拜特征温度

ΘＤ 和爱因斯坦温度（ΘＥ），固体比热容由式（６）确

定。 本文的新思路是通过晶体学的基本参数和简单

物质的热物性，预测得到 ΘＤ、ΘＥ，从而推算出不同

温度下固体的理论比热容，通过与试验数据的相互

验证，获得高温固体比热容的双参数表达式。
式（６）中，由于 Ｎ０ｋ＝Ｒ（Ｒ 为气体通用常数） ［９］，

因此比热容的双参数计算式为

ｃＶ ＝ ３ＲｆＤ
ΘＤ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋３（ｐ－１）ＲｆＥ

ΘＥ

Ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 （７）

在本文固体比热容计算中，爱因斯坦温度是试

凑数据，目的是保证式（７）可以正确预测比热容，其
实际数据与固体比热容爱因斯坦模型中的数据不

同，但物理意义不变，其值仍大于德拜温度。
０２１
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１􀆰 ３　 高温固体比热容双参数的确定方法

固体比热容的双参数计算式（７）的关键参数是

确定德拜比热容函数和爱因斯坦函数时的 ΘＤ、ΘＥ。
固体比热容计算式的第 １ 个参数德拜温度 ΘＤ 由式

（４）确定，定义 ｘ＝
ΘＤ

Ｔ
，则德拜比热容函数［１７－１８］为

ｆＤ（ｘ）＝ ４Ｄ（ｘ）－ ３ｘ
ｅｘ－１

， （８）

式中，Ｄ（ｘ）为德拜函数，即

Ｄ（ｘ） ＝ ３
ｘ３ ∫

ｘ

０

ｙ３

ｅｙ－１
ｄｙ。 （９）

德拜比热容函数计算式比较复杂，本文为方便

计算，采用文献给出的该函数列表数值［１７－１８］，得到

德拜比热容函数的拟合式为

ｆＤ（ｘ）＝ ０．９９９ ９５＋０．０００ ７６２ｘ－０．０５２ ５ｘ２＋０．００２ ７２ｘ３＋
０．０００ ７６５ｘ４， （１０）

式中，ｘ 取值小于 ２ 时（即高温区），计算值的误差小

于 ０．０１５％。
德拜温度与固体的弹性波速度有关，可以采用

式（１１）确定［１９－２０］。

ΘＤ ＝
ｈｃ
ｋ

３Ｎ
４πＶ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３

， （１１）

式中，Ｖ 为每千摩尔固体的体积，ｍ３；ｃ 为固体中弹

性波的体波速度。
１
ｃ３

＝ １
３

１
ｃｌ ３

＋ ２
ｃｔ ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２）

其中， ｃｌ、 ｃｔ 分别为纵波波速和横波波速。 由于

每 ｋｍｏｌ（Ｎ０ ＝ ６．０２２ １４１ ７９×１０２６ｋｍｏｌ－１）固体的质量

可表达为

Ｍ＝ ρＶ， （１３）
其中， Ｍ、 ρ 分 别 为 每 千 摩 尔 固 体 的 分 子 量

（ｋｇ ／ ｋｍｏｌ）和密度（ｋｇ ／ ｍ３），因此有 １ ／ Ｖ ＝ ρ ／ Ｍ，代入

式（１１）可以得德拜温度［１９］。

ΘＤ ＝
ｈ
ｋ

３Ｎ
４π

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３ ρ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３

ｃ＝ ０．０２５ １４１ ５ ρ
Ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ３

ｃ，

（１４）
其中固体中弹性波的体波速度 ｃ 由式（１２）得到。

ｃ＝
３

１
ｃｌ ３

＋ ２
ｃｔ ３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

１ ／ ３

。 （１５）

计算时，关键参数体波速度 ｃ 通过固体的弹性

模量确定。 假设固体为各向同性的弹性物质，固体

中传播的纵波波速与横波波速计算公式［２１－２２］为

ｃｌ ＝
λ＋２μ
ρ

， （１６）

ｃｔ ＝
μ
ρ
， （１７）

式中，λ、μ 分别为固体的第一和第二拉梅弹性常数。
固体常用的弹性模量为体积弹性模量和剪切弹

性模量，体积弹性模量 Ｋ 是固体压缩系数的倒数，
剪切弹性模量 Ｇ ＝ μ。 固体的弹性模量是固体发生

弹性形变时的固有性质，与固体的原子组成与晶格

结构密切相关。 体积弹性模量 Ｋ 满足［２３］

Ｋ＝λ＋ ２
３

μ， （１８）

应用 μ＝Ｇ，并将式（１８）的 λ 带入式（１６）和（１７），即
可得到固体中传播的纵波波速与横波波速为

ｃｌ ＝
３Ｋ＋４Ｇ

３ρ
， （１９）

ｃｔ ＝
Ｇ
ρ
。 （２０）

固体的体积弹性模量（Ｋ）和剪切弹性模量（Ｇ）
可以通过试验得到，也可以通过量子化学计算获得

基本参数，然后采用 Ｖｏｉｇｔ－Ｒｅｕｓｓ－Ｈｉｌｌ（ＶＲＨ）方程

通过固体弹性刚度常数和弹性顺度系数计算得

到［２４］。 本文计算中采用美国加州大学伯克利分校

晶体学网站提供的数据［２５］，包括晶体的密度以及在

ＶＲＨ 近似下的体积弹性模量（Ｋ）和剪切弹性模量

（Ｇ），从而通过式（１９）和（２０）得到固体中传播的纵

波波速与横波波速，采用式（１５）获得固体中弹性波

的体波速度 ｃ，并通过式（１４）获得德拜温度 ΘＤ。

定义 ｘ＝
ΘＥ

Ｔ
，则式（７）中爱因斯坦函数［１７－１８］为

ｆＥ（ｘ）＝
ｘ２ｅｘ

（ｅｘ－１） ２， （２１）

该函数可直接计算，文献［１８］给出了其数值，为计

算方便，本文给出了爱因斯坦函数拟合式为

ｆＥ（ｘ）＝ ０．９９９ ８＋０．００３ １２ｘ－０．０９２ ２ｘ２＋０．００８ ８４ｘ３

＋０．００１ ０１ｘ４， （２２）
ｘ 取值小于 ２ 时（即高温区），计算误差小于 ０．０２％。

确定式（７）中的 ΘＥ 比较困难。 当晶体中原子

数较多时（ｐ 值较大），由于爱因斯坦项成为比热容

的主要贡献项，因此准确获取 ΘＥ 很重要。 本文采

用以下 ２ 个思路之一来解决：
１）确定固体的德拜温度 ΘＤ 后，由于标准状态

（ｐ０ ＝ ０．１０１ ３２５ ＭＰａ，Ｔ０ ＝ ２９８．１５ Ｋ）物质的比热容

易测定，因此可利用已知标准状态的固体比热容 ｃ０ｐ，
从式（７）反算出爱因斯坦特征温度。 若还有一些较

小温度范围的固体比热容数据，还可利用这些数据

１２１
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进一步验证该公式的可靠性，以保证 ΘＥ 在较大温

度范围内能准确预测固体的比热容。
２）构造一个该固体物质的生成反应

ａ１Ａ１＋ａ２Ａ２＋…＋ａｉＡｉ →ｂＢ， （２３）
其中，Ａｉ 为第 ｉ 个反应物；ａｉ 为第 ｉ 个反应物的化学

计量数；ｂ 为生成物的化学计量数；Ｂ 为生成物。 若

该物质的标准摩尔生成焓为 ΔＨ０
ｆ，２９８，可通过反应物

和生成物的 ΔＨ０
ｆ，２９８，得到常温下标准反应热为

ΔＨ０
２９８ ＝∑ｉａｉΔＨ０

ｆ，ｉ，２９８－ｂΔＨ０
ｆ，２９８。 （２４）

利用基尔霍夫方程［９，２６］，可以得到不同温度下

标准反应热效应随温度的变化关系为

ｄΔＨ０
Ｔ ＝ΔｃｐｄＴ， （２５）

式中，Δｃｐ 为生成物的摩尔定压比热容之和与反应

物的摩尔定压比热容的差值，即反应摩尔比热容差。
Δｃｐ ＝∑ｉａｉｃｐ，ｉ－ｂｃｐ，ｂ， （２６）

其中，ｃｐ，ｉ为第 ｉ 个反应物定压比热容；ｃｐ，ｂ为生成物

定压比热容。 一般在温度变化不大的情况下，可以

认为该物质生成反应的标准反应热不随温度变

化［２６］，即有 ΔＨ０
Ｔ ＝ΔＨ０

２９８，因此

ｄΔＨ０
Ｔ ＝ΔｃｐｄＴ＝ ０， （２７）

Δｃｐ ＝∑ｉａｉｃｐ，ｉ－ｂｃｐ，ｂ ＝ ０， （２８）

ｃｐ，ｂ ＝
１
ｂ
∑ｉａｉｃｐ，ｉ。 （２９）

若已知常温下反应物的比热容数据，由式（２９）
可以估算出生成物的未知比热容 ｃ０ｐ，ｂ，从而利用方

法 １）反算出爱因斯坦特征温度 ΘＥ。 ｃ０ｐ，ｂ的计算主

要由式（２９）得到，是否已知该固体物质的标准摩尔

生成焓 ΔＨ０
２９８，并不影响计算过程。

１􀆰 ４　 比热容公式的修正

将晶体的德拜温度与爱因斯坦温度等数据代入

式（７），还可进行自由电子比热容以及定压比热容

和定容比热容的修正。 当计算含自由电子（如金

属）等固体比热容时，自由电子比热容［１３］为

ｃＶ，ｅ ＝
π２

２
Ｎ０ｋ

Ｔ
ＴＦ

＝π２

２
ＲＴ
ＴＦ

， （３０）

其中，ＴＦ 为金属的费米温度。 式（３０）得到的自由电

子作为附加比热容，可修正比热容公式（７）。
由于随温度变化时，固体会发生体积膨胀等变

化，因此固体的定压比热容与定容比热容随温度有

微小变化［１７－１８］。 确定定容比热容后，可采用式（３１）
获得修正后的定压比热容［１８－１９］。

ｃｐ－ｃＶ ＝ＡＴｃｐ， （３１）

其中，ｃｐ为固体定压比热容；Ａ ＝
Ａ０

Ｔｓ
，Ｔｓ 为固体的熔

点，Ａ０ 为晶格中单原子的数值，对于单原子晶体，

Ａ０ ＝ ０．０２１ ４ Ｋ·ｍｏｌ
ｃａｌ

＝ ５．１１×１０－３ Ｋ·ｍｏｌ ／ Ｊ［１８－１９］。 当

晶格中原子数为 ｐ 时，Ａ０ 应除以 ｐ，即

Ａ＝
Ａ０

ｐＴｓ
， （３２）

由式（３１）得出

ｃｐ ＝
１－ １－４ＡＴｃＶ

２ＡＴ
。 （３３）

由式（ ７） 得到固体的定容比热容后，通过式

（３３）得到定压比热容。 对于具有复杂晶格的晶体，
文献［２０］给出的 Ａ０ 数值有数量级变化，如 Ａ０ ＝ １ ～
１０×１０－３ Ｋ·ｍｏｌ ／ Ｊ（对于晶格的单原子），因此实际

计算时可对 Ａ０ 取值进行适当调整，从而使得定压比

热容的理论结果更接近实际值。
针对固体的定压比热容与定容比热容的修正，

计算时通过晶体的熔点考虑固体的热膨胀等因素，
但由于不同实际固体在熔点附近的膨胀特性有一定

差异，同时部分晶体的熔点无法查询，只能采用估计

的熔点，因此比热容修正式（３３）不确定性很小。

２　 结果与分析

计算比热容时不同晶体的主要参数见表 １，晶
体的体积弹性模量 Ｋ 和剪切弹性模量 Ｇ 来自晶体

学网站［２５］。 德拜温度 ΘＤ 利用式（１４）计算，爱因斯

坦温度 ΘＥ 利用双参数比热容计算式（７）反算得到。
德拜温度仅依赖于晶体的基本参数，具有明确的物

理意义，代表比热容项中的声学支；爱因斯坦温度代

表比热容项中光学支的影响，数值大于德拜温度，但
表 １　 计算比热容时晶体的主要参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍａｉｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒｙｓｔａｌｓ
ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ

晶体 温度 ／ Ｋ
Ｋ ／
ＧＰａ

Ｇ ／
ＧＰａ

Ｔｓ ／

Ｋ

ΘＤ ／

Ｋ

ΘＥ ／

Ｋ

Ｃｕ ２９８～１ ０７４ １４５ ５１ １ ３５７ ３５０．５ —

ＭｇＯ ２９８～３ ０９８ １５１ １１９ ３ ０９８ ７１５．６ ６１０

Ａｌ２Ｏ３

２９８～８００

９００～２ ３２７
２３２ １４７ ２ ３２７ ５７６．４

７９０

８７０

ＳｉＯ２

２９８～４００ ５５ ４２

５００～２ ０００ ５５ ４２
１ ９５３ ３９０．３

１ ０４０

１ ２５０

ＭｇＡｌ２Ｏ４ ２９８～２ ４０８ １７０ １０７ ２ ４０８ ４４７．４ ７３５

Ｍｇ２ＳｉＯ４ ２９８～２ １７１ １１９ ７４ ２ １７１ ３８０．９ ７４５

Ａｌ２ＳｉＯ５ ２９８～２ ０００ １４２ ８９ ２ ０００∗ ４００．０ ８０５

Ｍｇ２Ａｌ４Ｓｉ５Ｏ１８ ２９８～１ ７３３ １２２ ５０ １ ７３３ ２０５．１ ８２０

Ｍｇ３Ａｌ２（ＳｉＯ４） ３ ２９８～１ ５００ １６０ ８５ １ ５００∗ ２８３．６ ７６０

　 　 注：∗为估计值。
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为了保证比热容的预测精度，具体数值有一定的拟

合成分。 从固体的晶体结构看，一种晶体往往存在

多个同分异性体［２５］，即虽然分子式相同，但原子排

列不同，从而晶型也不同，因此这些晶体构型的基本

参数（如密度、弹性模量和熔点等）会有变化。 在德

拜计算中，用不同晶型的基本参数进行对比试算，发
现得到的德拜温度差别不大。
２􀆰 １　 简单晶体的比热容

首先用双参数比热容预测方法计算了简单的金

属铜晶体（单原子 Ｃｕ）的比热容。 由表 １ 可知，铜的

德拜温度为 ３５０． ５ Ｋ，而文献给出的数值为 ３４５
Ｋ［１０］，两者误差仅 １．５９％，这是因为单原子晶体的结

果与德拜理论最为接近。
不同温度下的铜比热容预测值如图 １ 所示，预

测的比热容值（空心方块）与文献［２６］（实心方块）
相比，最大误差为 ２．８６５％。 该比热容的计算只考虑

了金属原子振动的比热容，没有考虑金属中自由电

子的比热容。 温度较高，与金属中的自由电子温度

特征温度（对于 Ｃｕ，ΘＥ ＝ ８２ ０００ Ｋ）可以相比时，电
子比热容按照式（３０）进行修正。 由图 １ 可知，经过

电子比热容的修正，铜比热容的预测值（空心圆圈）
最大误差下降至 １．３１２％，精确度很高。

图 １　 铜的比热容

Ｆｉｇ．１　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ｃｏｐｐｅｒ

　 　 ＭｇＯ、ＳｉＯ２和 Ａｌ２Ｏ３的比热容如图 ２ 所示。 由图

２（ａ）可知，ＭｇＯ 比热容的预测值与文献［２６］非常接

近，最大误差为 １．０９５％；根据 ＨＳＣ 软件和文献［６］
给出的 ＭｇＯ 比热容，可以看出不同文献的比热容具

有明显差别，特别是文献［６］的比热容在高温下明

显比其他比热容值大。 图 ２（ｂ）为了减少预测误差，
将温度分为 ２９８ ～ ４００ Ｋ 和 ４００ ～ ２ ０００ Ｋ 两个区

段，ＳｉＯ２比热容的预测值与文献［２６］在 １ ０００ Ｋ 存

在最大误差（－４．９０５％），而 ＨＳＣ 软件给出的比热容

值与这些值偏差均较大。 图 ２ （ ｃ） 温度也被分为

２９８～８００ Ｋ 和 ９００～２ ３２７ Ｋ 两个区段，Ａｌ２Ｏ３比热容

与文献［２６］比较接近，最大误差为－２．８２８％；而文献

图 ２　 ＭｇＯ、ＳｉＯ２和 Ａｌ２Ｏ３的比热容

Ｆｉｇ．２　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ＭｇＯ，ＳｉＯ２ ａｎｄ Ａｌ２Ｏ３

［６］给出的 Ａｌ２Ｏ３比热容，与预测值非常接近。 因此

本文比热容的预测值具有很好的精度，其误差已经

小于不同文献之间的比热容误差。
２􀆰 ２　 复杂晶格晶体的比热容

具有多原子的复杂晶格固体 ＭｇＡｌ２Ｏ４、Ｍｇ２ＳｉＯ４

和 Ａｌ２ ＳｉＯ５ 的比热容如图 ３ 所示。 由图 ３ （ ａ） 可

知，ＭｇＡｌ２Ｏ４的比热容预测值与文献［２６］的误差随

温度升高增大，最大误差为 ５．７５４％；由 ＨＳＣ 软件给

出的比热容值为最大，与预测值最大相差 １２％以

上。 图 ３ （ ｂ） 中 Ｍｇ２ ＳｉＯ４ 比热容的预测值与文献

［２６］在 ８００ Ｋ 存在最大误差（－３．０６５％），其他比热

容值与该值比较接近。 图 ３（ｃ）中 Ａｌ２ＳｉＯ５比热容与

文献值均很接近，而预测值比文献［２６］大，９００ Ｋ 时

存在最大误差（－４．９２３％）。 因此对于 ＭｇＡｌ２Ｏ４的比

热容，预测误差随温度升高而增大；对于 Ｍｇ２ ＳｉＯ４、
Ａｌ２ＳｉＯ５的比热容，在比热容曲线的拐点附近，比热

容存在最大误差。
具有 ２９ 个原子的复杂晶格固体 Ｍｇ２Ａｌ４ Ｓｉ５Ｏ１８

（２ＭｇＯ·２Ａｌ２Ｏ３·５ＳｉＯ２）的比热容如图 ４ 所示，可
知其比热容预测值比文献［２６］大，随温度升高预测

误差不断变大，最大误差为－７．０８１％。 为了减小误

差，调整式（３２）中 Ａ０ ＝ ３．１１×１０－３ Ｋ·ｍｏｌ ／ Ｊ，这时比

热容预测值的最大误差减少为 ３．４７４％。 可见微调

Ａ０ 可以明显提高比热容预测的精度。
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图 ３　 ＭｇＡｌ２Ｏ４（ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３）、Ｍｇ２ＳｉＯ４（２ＭｇＯ·ＳｉＯ２）和 Ａｌ２ＳｉＯ５（Ａｌ２Ｏ３·ＳｉＯ２）的比热容

Ｆｉｇ．３　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ＭｇＡｌ２Ｏ４（ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３），Ｍｇ２ＳｉＯ４（２ＭｇＯ·ＳｉＯ２）ａｎｄ Ａｌ２ＳｉＯ５（Ａｌ２Ｏ３·ＳｉＯ２）

图 ４　 ２ＭｇＯ·２Ａｌ２Ｏ３·５ＳｉＯ２的比热容

Ｆｉｇ．４　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ２ＭｇＯ·２Ａｌ２Ｏ３·５ＳｉＯ２

　 　 晶体 Ｍｇ３Ａｌ２（ＳｉＯ４） ３（３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２）的
比热容很难查到，因此采用本文提出的方法，对其进

行预测计算。 首先给出 ３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２的生

成反应式［２６］为

２（２ＭｇＯ·２Ａｌ２Ｏ３·５ＳｉＯ２）＋（ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３）＋
５（２ＭｇＯ·ＳｉＯ２）􀪅􀪅５（３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２）。

（３４）
已知 ３ 种生成物的比热容（图 ３（ａ）、（ｂ）和图

４），采用式（２９）获得 ２９８ Ｋ 时 ３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２

的比热容（３１１．７５２ Ｊ ／ （ｍｏｌ·Ｋ）；然后采用类似方

法，预测出该固体在不同温度下的比热容（图 ５）。
由于该固体的比热容完全来自于预测计算，其精确

性有待验证。

图 ５　 ３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２的比热容

Ｆｉｇ．５　 Ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｈｅａｔ ｃａｐａｃｉｔｙ ｏｆ ３ＭｇＯ·Ａｌ２Ｏ３·３ＳｉＯ２

３　 结　 　 论

１）本文基于统计热力学方法，提出一种高温固

体比热容的双参数预测方法，采用该方法对典型单

原子、双原子与多原子晶体的比热容进行预测计算，
并通过试验数据进行对比验证。

２）将固体晶格振型分为声学支与光学支，假设

多原子组成的复杂晶格比热容主要影响因素为 ２ 个

参数：德拜特征温度 ΘＤ 和爱因斯坦温度 ΘＥ；通过

晶体学的基本参数获得德拜特征温度 ΘＤ，再通过固

体比热容的有限试验数据或简单物质的热物性，反
算出复杂晶格固体的爱因斯坦温度 ΘＥ，从而预测得

到不同温度下固体的理论比热容。
３）从预测得到的固体比热容与实际值对比发

现，比热容预测误差主要有 ２ 种形式：一是在温度拐

点附近，误差较大，即在温度区间内体现为两头精度

高、中间误差大，可以采用温度分区的办法来减少误

差（如 Ａｌ２Ｏ３和 ＳｉＯ２的比热容）；二是随温度升高，比
热容误差加大（如 ＭｇＡｌ２Ｏ４和 Ｍｇ２Ａｌ４ Ｓｉ５Ｏ１８的比热

容），可以通过调整比热容修正式中的 Ａ０ 来微调定

压比热容的预测值。 温度分区与调整参数 Ａ０ 两种

方法也可以结合起来微调比热容。
４）该方法在宽范围变化的温度区间内可以保

证比热容的预测误差小于 ５％，说明高温固体比热

容双参数表达式有望为流程工业的固体热物性数

据，提供一种简单可靠的确定方法。 实际晶体的比

热容由晶格振动比热容、电子比热容、晶格缺陷比热

容等组成，本文在计算中基本未考虑电子比热容、晶
格缺陷比热容等因素的影响，这是下一步研究方向。
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